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In dieser Arbeit beweisen wir folgenden Satz. 
SATZ. Sei G eine endliche Gvuppe mit folgenden Eigenschaften: 
(1) G z&d van einer I(onjugiertenklasse D von Elementen der Ordnung 
drei wzeugt. Zzuei nicht zrertauschbare Elemente aus D erzeugen eine Untergruppe 
isomol-ph xu A,, A, oder SL(2, 3). 
(2) Es. existimen Elemente in D, die eine Untergruppe isomorph .zu A5 
txzeugen. 
(3) O,(G) = Z(G) = 1. 
Dann ist G isomorph zu Sp(2n, 2) fik n 3 3, 0+(211,2) oder O-(2n, 2) fiir 
n > 3, A, fiir n. 3 5, HJ, G,(4), Sz oder Co, . Die Konjugiertenklasse D 
ist eindeutig bestimmt, oder G ist isomorph zu A, oder Of@, 2). 
Alle in dieser Arbeit betrachteten Gruppen sind endlich. Die Abkiirzungen 
Of(212, g) (O-(2n, g)) und U(n, g) stehen fur die einfachen (nichtzyklischen) 
Normalteiler der projektiven orthogonalen bzw. unitaren Gruppen iiber 
GF(g) bzw. GF(gs). Die Vorzeichen + und - stehen fur den Witt-Index 
des orthogonalen Vektorraums. Mit HJ bezeichnen wir die Hall-Janko- 
Gruppe, mit SX die Suzukigruppe, mit A, die alternierende Gruppe vom 
Grad n und mit Co, die einfache (nichtzyklische) Faktorgruppe der griil3ten 
Conway-Gruppe. 
Alle im Satz genannten Gruppen geniigen den Voraussetzungen des 
Satzes (siehe Bemerkung (8.0.1)). Die Gruppen, die (1) erfiillen aber bei 
denen nicht alle in (1) genannten Untergruppen als Erzeugnisse von 
Elementen aus D vorkommen, sind bekannt (siehe Bemerkung (6.0.1)). 
Sei nun G eine Gruppe, die den Voraussetzungen des Satzes geniigt. 
In fast allen Beweisen der Arbeit verwenden wir lokale Schhisse, bei denen 
es darauf ankommt, Erzeugnisse von drei Elementen aus D zu kennen. 
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Deshalb werden im ersten Kapitel solche Erzeugnisse beschrieben. Dabei 
verwenden wir Prasentationen, die W. Mehl in Bielefeld mit einer elek- 
tronischen Datenverarbeitungsanlage bestimmt hat. Eine weitere gro8e 
Hilfe bei dem Beweis des Satzes ist die Kenntnis der Permutationsdarstellung 
von G auf D (3. Kapitel). 
Den Beweis fiihren wir durch Induktion iiber <C,(n)> = K fur ein 
d E D. Wir mussen dabei die FPlie gesondert betrachten, in denen K/Z(K) 
die Voraussetzungen des Satzes nicht erfiillt. 
Im vierten Kapitel kennzeichnen wir die Gruppen, fur die K abelsch 
ist, und im sechsten Kapitel die alternierenden Gruppen. In Kapitel sieben 
zeigen wir, dal3 in allen anderen Fallen K/Z(K) der Voraussetzung (3) 
des Satzes geniigt. Im gleichen Kapitel bestimmen wir fJ(4, 3) als einzige 
einfache (nicht abelsche) Gruppe K/Z(K), die (2) nicht erfiillt. Mit diesen 
Informationen kijnnen wir nun im achten Kapitel die restlichen Gruppen 
des Satzes durch Induktion kennzeichnen. Dabei wird die Kennzeichnung 
der symplektischen Gruppen auf [S] zuriickgefiihrt, wghrend die anderen 
Gruppen mit einer in Kapitel fiinf bereitgestellten VIethode bestimmt 
werden. 
Ich danke Professor B. Fischer fiir seine Anregungen und Ratschlage zu 
dieser Arbeit. 
Bexeichnzmgm. Sei G eine Gruppe, die (1) erfiillt. Eine Untergruppe 
von G heiRt D-Untergruppe, wenn sie von EIementen aus D erzeugt wird. 
Eine D-Untergruppe he& D-maximal, wenn sie in keiner D-Untergruppe 
auf3er G selbst echt enthalten ist. Ferner bedeuten: 
die Ordnung des Elements s; 
Machtigkeit einer Menge lw, 
Menge der Elemente x,...; 
Erzeugnis von X,...; 
Zentrum von G; 
maximaler p-Normalteiler von G; 
Zentralisator von X in M; 
Normalisator von X in il; 
Sei d E D, dann ist 
E, = {x F D/C,(x) = C,(d)}; D, = C,(d) .\]. E, ; 
iill = (x E D/(x, d) G A& B,+ = (x E D//x, d) s SL(2,3)); 
B, = {x E D/(x, d> z A,); 
T = (Z(+-, y)) .\a l/x E B,+; J’ E D]; 
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Td = {t E T/t E (m, dj E SL(2, 3)); 
K,(d) = {x E Bd+/t E (x, dj} fur t E T. 
Sei 53 = {(d)/d E D} und d E 9, dann definieren wir Ed, Dd usw. wie 
oben. 
Bei den Ausdticken E, , Ed usw. und K,(d), K,(d) wird im Verlauf der 
Arbeit stillschweigend vorausgesetzt, dal3 d E D bzw. do 52 und t E T ist. 
Sei p eine Menge (Konjugiertenklasse) von Involutionen in einer Gruppe G 
und d eine Untermenge der natiirlichen Zahlen. p heiRt Menge (Kon- 
jugiertenklasse) von A+-Transpositionen, wenn fur nicht vertauschbare 
Elemente i, j E T gilt: 
(a) o(ij)Ed 
(b) Z((;,j>) = 1 oder Z((i,j)) .\. 1 E 5?. 
Die Nummerierung der S&e und Lemmata ist so gewahlt, dab die erste 
Ziffer das Kapitel und das erste Ziffernpaar die Voraussetzung angibt. 
Im Verlauf der Arbeit wird die Kenntnis der “D-Struktur” der in (1.1.1) 
beschriebenen Gruppen vorausgesetzt. 
1. PR~ENTATIONEN FUR ERZEUGNISSE VON DRRI ELEMENTEN AUS D 
(1.0.1) Bexeichnunge~z. Seien x und y Elemente mit x3 = y3 = 1. Wir 
ftihren fur folgende Relationen die nebenstehenden Symbole ein: 
Relationen 
x-lyx zzz yxy-1 
x-lyx = y-?&y 
(x-‘y)” = 1 
(x%)2 = (xy)5 = 1 
x-ly-?xy = 1 
Symbol 
x0 o 3’ 
x 0 7G o Y 
.v o- - - - -0 y 








Dal3 diese Prasentationen die nebenstehenden Gruppen definieren, kann 
man aus [6] entnehmen. Im Text schreiben wir fur das Symbol x GNU 
such x my. Definieren x und y eine Faktorgruppe von SL(2, 3), sz 
bezeichnen wir weitere Elemente aus (x, y>, die zu x und y konjugiert sind, 
mit Punkten in den jeweiligen Symbolen, zum Beispiel x 0-7-o bzw. 
“y o--o--0y. Wenn keine Verwechslung mbglich ist, lassen wir die Punkte 
in den Symbolen weg. 
EINFACHE GRUPPEN 323 
(1.0.2) Bemrkung. Mit der definierten Gruppe erfi.illen nattirlich such 
alle Faktorgruppen die definierenden Relationen. Gilt fur zwei Elemente 
der Ordnung drei x -y, so erhalten wir folgende Gleichungen 
&m = K-1.F-1 
3 und 
Jy*.‘: = (pp~ 
Dies 1HBt sich in A, leicht nachrechnen. 
Diese Gleichungen und die definierenden Relationen fur SL(2, 3) werden 
im weiteren benutzt, ohne zitiert zu werden. Im folgenden Lemma wollen 
wir fiir einige Gruppen Prasentationen angeben und diese Gruppen kurz 
beschreiben. 
(1.1) ro0rzcssetxu?zg. {a, b, c> ist eine Menge von Elementen, deren 
Ordnungen drei teilen. 
(1.1.1) Lewna und Bezeichnungen. Folgende Prasentationen definieren 
die nebenstehenden Gruppen: 
(lj a0 - ,b - oc SP(3, 3j 
Sei E eine estraspezielle Gruppe der Ordnung 27 vom Exponenten 3 und 




In A, gilt <b,c>Z&. 
In A; gilt <c,tb>g A,. 
b 
Dabei ist 0, ein Normalteiler der Ordnung 26. Wir bezeichnen (a, b, c} 
mit V. In V gilt (Ia, b) g SL(2, 3). 
Dabei ist der Normalteiler 0, das zentrale Produkt einer Dieder- und 
Quaternionengruppe der Ordnung 8. Wir bezeichnen (a, 6, c>/Z((a, b, c>j 
mit IV, und .<a, B, c) mit W. W ist isomorph zum Zentralisator einer zentralen 
Involution in HJ. In W gilt :‘a, be j s {a, cb j s SL(2, 3). 
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b 
(6) (1 %?2 
c 
Der Normalteiler 0, ist das Produkt von zwei estraspeziellen Gruppen 
der Ordnung 25, wie sie unter (5) beschrieben werden. Wir bezeichnen 
(a, b, c} mit n/, , Wr ist isomorph zum Zentralisator einer Involution im 
G,(4). W, und W sind Faktorgruppen von W, . 
b 
(7) 0 : ) 0 
c 
HJ 
In HJ sind (b, c) E (a, bc) z (a, cb> g sL(2, 3). 
Der Normalteiler 0, ist das zentrale Produkt von drei Quaternionen- 
gruppen der Ordnung 8. In jeder Faktorgruppe ungleich 1 gilt (a, c> E 
(b, c) G SL(2, 3). (a, 6, c} ist isomorph zum Zentralisator einer zentralen 
Involution in Sz 
U(3,31 
In U(3,3) gilt (n, c) e (a, b) g (6, c> g SL(2,3). 
<a> 0; 
0, ist ein Normalteiler der Ordnung 28, und Z(0,) ist elementar abelsch 
der Ordnung 2*. Alle Involutionen der Gruppe liegen in Z(0,). /n, b, c)/Z(O,) 
ist eine Frobeniusgruppe. 
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In G,(4) gilt (a, c> z <:ubn, c> s SL(2, 3). 
Alle beschriebenen Gruppen (auRer (11) und (12)) werden von einer 
Konjugiertenklasse D von Elementen der Ordnung drei erzeugt, die die 
Eigenschaft hat, daR zwei nichtvertauschbare Elemente aus D eine Gruppe 
isomorph zu d, , 4 oder SL(2, 3) erzeugen. Wir kbnnen a, b, c aus D i 5 
wahlen. 
Beweis. Die Prasentation von (7) erhalten wir aus 1131. Alle anderen 
hier angegebenen Pdsentationen wurden von IV. Mehl in Bielefeld auf 
einer elektronischen Datenverarbeitungsanlage Siemens 2002/45 bestimmt. 
Die Eigenschaften lassen sich leicht in den konkreten Gruppen nachpriifen. 
Wahrscheinlich ist bei manchen Gruppen ein Teil der definierenden 
Relationen iiberfliissig. Aber die Relationen sind so gewshlt, da13 sie in 
sinnvollem Zusammenhang mit der folgenden Arbeit stehen und auf einer 
Maschine gerechnet werden k6nnen, die nur bis zs1 einer maximalen 
TafelgriiBe von 8700 Restklassen zahlt. 
(1.2) f*?oraussetxurzg. D ist eine Konjugiertenklasse von Elementen der 
Ordnung drei mit der Eigenschaft, daR zwei nichtvertauschbare Elemente 
aus D eine Gruppe isomorph zu A, , A, oder SL(2, 3) erzeugen. G = (a, b, c) 
mit {a, b, c> c D. 
(1.2.2) LEMMA. Seien folgende Relationerl gegebelz: 
dam ist G isonzorplz xu der in (1.1.1)(8) beschriebenen Gmppe. 
Berweis. Wir zeigen, daB die weiteren Bedingungen in (1.1.1)(X) aus der 
Voraussetzung (1.2) folgen. Aus co, cb-’ E & folgt durch Konjugation 
ba, ab E A, . Falls (ubB, aba-l} C -4, , so folgt aus (1.1.1)(8), daD ab E Ba7 
im Widerspruch zu ab E (a, 6) s A, . Falls jaba-‘, aba} aus B,+ w B, u C,(c) 
ist, so folgt ein Widerspruch mit (l.l.l)(ll) oder (1.1.1)(12). Damit liegt 
ein Element von (a”a, abael) in A,, das andere in B, u B,+. Angenommen: 
abn-’ E B, u B,+. Dann ist abad - c, sonst ware nach (I. 1.1)(7) (a, ab, c) s EfJ 
und wieder ab E B,f. Nun folgt aber der gleiche Widerspruch in <b”, 6, c). 
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Also ist cP-’ E d, und aba E B,+ und abn N c. Die gleiche Argumentation 
mit 6” statt ab ergibt bab NC. 
(1.2.3) LEMMA. Sei c E B, md b c$ C,(a) n C,(c). Dam ist G/Z(G) eine 
Frobeniusgmppe (wie in. (1.1. I)( 10) beschrieben), odes G ist isomorplz zu einef 
Faktorgmppe von WI oder A, . 
Beweis. Wir diskutieren die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Wahl 
von b. Dabei nehmen wir 0.B.d.A. an, da13 a N c. Im Beweis wird Lemma 
(1.1.1) benutzt, ohne dal3 es jedesmal zitiert wird. 
(a) Sei (n, c> n C,(b) f (2;. Dann ist G g il, . Im Weiteren sei 
nun (B, c> n C’,(b) = O. 
(b) Sei a-b-c. Dann ist G/Z(G) eine in (1.1. l)(lO) beschriebene 
Frobeniusgruppe, denn die Gruppen HJ und U(3, 3) erfiillen nicht die 
Voraussetzung c E B, . 
(c) Sei a N b - c -I. Dann ist G isomorph zu einer Faktorgruppe 
von ITi. 
(d) Sei b Ed, n (B, u B,+) (oder b E 9, n (B, u B,+)). Dann ist G 
isomorph zu einer Faktorgruppe von It; denn keine Faktorgruppe ungleich 1 
der in (1.1.1)(8) b esc rie h b enen Gruppe erfiillt c E B, . 
(e) Sei b E A, n A, . Dann ist G isomorph zu einer Faktorgruppe 
von PI7 1' 
(1.2.4) LEMMA. Sei c E B, und b E 9, n A, . Dunn gilt a E (c/\ O,(G) 
genuu dam, wenn /a, c> n D _C A, . 
Beweik. Nach (1.2.3) ist G isomorph zu einer Faktorgruppe von IPI . 
Sei nun c<u, c> n D C 9, und damit such {b”, b”-l} L 4, . Nach (1.2.3) ist 
G/O,(G) e A, und O,(G) # 1, da in -4, nur drei Sylow-3-Untergruppen 
mit einer festen die ganze Gruppe erzeugen. Deshalb ist {a, ub, ah-i} n 
<c> O,(G) # g. Da aber (b8, ub, b”-l, ubml) s A, und (ba, barn’} C A, , 
folgtu E (c} O,(G). Die Umkehrung ist trivial. 
(1.2.5) LEMMA. Seien folgende Relationen gegeben: 
dam ist G/Z(G) eine Fuktorgrzrppe von W, . 
Berueis. Wegen (1.1.1)(5) konnen wir annehmen, da13 c E B,+ n B,+ und 
aC E B,+. Dann ist ca E A, , und nach (1.2.3) ist (a, ah-l, c>/Z((u, ub-l, c)) 
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eine Frobeniusgruppe. Daraus folgt c-t N Pb und (c, PLj n 7’ < Z(G). 
Somit erfiillt G/Z(G) = (ca, abe*, b)Z(G)/Z(G) die Voraussetzungen von 
(l-2.3), denn (c, Pb) = (ca, abe’). 
(1.2.6) LEMMA. Sei c E B,f n B,f. Dann ist G/Z(G) eine Frobeniusgruppe 
(wie in (1.1. I)( 10) 6eschrieben) oder isomorph xu einev Faktorgruppe ‘uon WI ; 
oder G ist isomorplz xu einer Faktorgruppe aon Sp(3, 3), U(3, 3), U(4, 2)0, 
(wie in ( 1 . 1 . 1)( 8) beschrieben) oder HJ. 
Bezeis. Wir diskutieren die verschiedenen Falle. Dabei benutzen wir 
Lemma (1.1.1). Sei 0.B.d.A. a -c -b. 
(a) Sei (a, c) n C,(b) f 0. Dann ist G isomorph zu einer Faktor- 
gruppe von Sp(3, 3). Sei im Folgenden <a, c) A C,(b) = LT. 
(bj Seia - 6. Dann ist G/Z(G) eine Frobeniusgruppe wie in (1.1. I j(lO), 
oder G ist isomorph zu U(3, 3) oder HJ. 
(cj Sei a .w B-r. Dann ist G isomorph zu U(3, 3) oder G/Z(G) ist 
nach (1.2.5) isomorph zu einer Faktorgruppe von WI . 
(d) Sei B E A,. Dann ist G eine schon in den anderen Fallen auf- 
gefiihrte Gruppe, oder G ist nach (1.2.2) . rsomorph zu einer Faktorgruppe 
der in (1.1.1)(g) beschriebenen Gruppe C;(4,2)0, . 
(1.2.7) LEMMA. Sei c E C,(b) .\. cbj ztnd ab f a + ac. Dann ist G 
isomo@ zu einer Faktol-gruppe van Sp(3, 3), il, , -+, T/’ oder 1/‘(4, 2)0, (wie 
iri (1.1.1)(8) beschriebe~z). 
Bezceis. Wir benutzen wieder Lemma (1.1.1 j. 
(a) Sei a E B, . Dann ist G g A, . 
(bj Sei a E B,+. Dann ist G isomorph zu einer Faktorgruppe von 
Sp(3, 3) oder V. 
(c) Sei a E A, n -4, . Aus {b”, bay’j n C,(c) f o folgt G s 4, . Sei 
(ba, b”-‘} n C,(c) = iz;. Dann ist G * A, . Wir setzen cn = q. Damit ist 
,::I$, c, b) z -4, und (4, c, qb> g A, _ Angenommen, (6, q>. n C,(a) f o = 
Sei 0.B.d.A. ein Element von (q, qb-lj n D aus C,(a). Daraus folgt, daB 
(;q, qb) n D aus 9, ist, da G $ d, . Nach (1.2.4) ware damit qb E (4) 0, 
(<qb, c, a>) im Widerspruch zu (q, qb, c> s A, . &lit dem gleichen SchluB sind 
’ c, a, qb> und (c, a, qbW1) isomorph zu W oder W’,, und j(q, bj n B,+ / 3 4. 
Deshalb finden wir zwei Elemente x und y aus (q? b) n B,f mit x E a, _ 
Wegen (1.26) ist (x, y, a) = <a, b, c> isomorph zu einer Faktorgruppe 
der in (1.1.1)(8) beschriebenen Gruppe Lr(4, 2j0, , da in den Gruppen 
?Vr und HJ immer C,(b) .\a (b> = 5 ist. 
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(1.2.8) LEMMA. Sei a E A, und (c, a, abj/Z((c, a, a”>) eine Frobenizcs- 
gruppe. Dam ist G/Z(G) isomorplz xu einer Faktorgruppe von WI. 
Beweis. Bis auf den Fall {a, a”} _C B;‘- und (a, cj n D C A, folgt die 
Behauptung aus (1.2.3) und (1.2.6). Wir wollen in diesem Fall zeigen, 
da8 t E T n (a, c) C Z(<a, b, cj). Aus (a, cj n D C Ab folgt {ba, b”-l} C A, . 
Deshalb ist (ab, c, baj isomorph zu IV oder IV,, und ah-l E B,+. Sei a N c, 
dann ist ab N c-l, und in (ab, c, baj gilt ab N (a-l)“” N c. Somit ist nach 
(1.2.3) (a, abeI, c)/Z((a, ah-l, c>) eine Frobeniusgruppe und t E Z((a, b, c>). 
Nun kiinnen wir in G/Z(G) (1.1.1)(6) anwenden. 
(1.2.9) LEMMA. Sei c E B,+, dann tit G eirze der Gruppen aus (1.2.6) 
oder G/O,(G) g A, oder G E G,(4). 
Beweis. Wegen (1.2.3), (1.2.6) und (1.2.7) kijnnen wir annehmen, dai3 
(a, cj n D C A, ist, und wegen (1.2.8), da8 weder (a, c, ab”j/Z((a, c, abaj) 
noch /a, c, ab-la-l)/Z((a, c, ab-ln-’ )) Frobeniusgruppen sind. Aus aba N c 
folgt mit (1.1. I)( 13) die Behauptung. Sei also aba E A, . Dann ist nach (1.2.3) 
abarn oder ab E B,+. Im ersten Fall setzen wir 6 = ba im zweiten Fall 
b = b”-‘. Dann folgt die Behauptung fur (a, 5, c) aus (1.1.1)(13). 
2. EINFACHE EIGENSCHAFTEN VON D 
(2.0.1) Bexeichnulzg. Z*(G) ist d as maximale Urbild von Z(G/O,(G)) 
in 6. 
(2.1) Voraussetxung. D ist eine K onjugiertenklasse von Elementen der 
Ordnung drei mit der Eigenschaft, da13 zwei nichtvertauschbare Elemente 
aus D eine Gruppe isomorph zu A, , & oder SL(2, 3) erzeugen. G = (D). 
(2.1.1) LEMMA. Sei A, # a, dann geltaz folgende Eigenschaften: 
(1) G = G’, 
(2) O,(G) < Z(G)f% P f 2, 
(3) Z(G) ist das Hyperzentrum von G, 
(4) G/Z*(G) ist einfach. 
Beweis. Aus A, f o folgt d-l E D. Deshalb existieren g, PE G mit 
dg = a und d” = a-1. Daraus folgt, daB d-la = d-lg-ldg und d-la-1 = 
d-$-ldg und damit such (d-la)-l d-la-1 = a Elemente aus G’ sind. Somit 
ist D < G’, und (1) ist bewiesen. 
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Zu (2). Kein Erzeugnis von zwei Elementen aus D hat einenp-Normalteiler 
ungleich 1 fur p 4 (2, 33. Deshalb ist O,(G) < Z(G) fur p $ (2, 3). Fiir 
p = 3 folgt mit (1.1.1)(12), da8 O,(G) < Z(G). 
Zu (3). Sei Z das maximale Urbild von Z(G/Z(G)) in G. Angenommen, 
2 + Z(G). Dann ist wegen (2) O,(Z) f Z(G). Sind a und b zwei verschiedene 
mater O,(Z) konjugierte Elemente aus D, so gilt o(ab-r)/4. Zm Widerspruch 
dazu sind ihre Bilder modulo Z(G) vertauschbar. 
Zu (4). Sei G = G/Z*(G). w’ b rr ezeichnen die Bilder von Eiementen und 
Mengen aus G in G mit den entsprechenden Symbolen und Querstrichen. 
Aus (3) folgt Z(G) = 1 und aus 19; 6, (3.2)], da13 O,[G) = 1. Sei IV f G 
ein minimaler Normalteiler von G und d E iJ. Wir betrachten 0 = (d”>. 
Da 0’ < iV, ist d unter N nicht zu dP konjugiert, sonst ware wie in (1) 
d EO’ < ~1’ und 1%’ = G. Deshalb kommen die Gruppen A, und Lr{3, 3) 
als Erzeugnisse von Elementen aus &” nicht var. Sind die Elemente aus 
dK paarweise nicht vertauschbar oder ist Bd n dd%’ # 0, so folg mit fl], 
dal3 O,(X) + 1 und damit such im Widerspruch zur Annahme O,(Gj f 1 
ist. Sei nun .Y F dN .\. d mit d” = d und B, n dTbr = @. Da -?id f ,G, so 
existiert ein n E Ed .\a 0. Im Erzeugnis (Id, x, a’; folgt wegen (1. l.l)( 12) ein 
Widerspruch. 
(2.1.2) LEMMA. sei B, f 8, dam komazt die ZEntru?nsfakto~grup;be van 
Sp(3, 3) als Ev~eugnis ‘uon Elementen nus D nicht ‘UOI’. 
Beelie&. -\ngenommen, die Behauptung ist falsch. Sei K ein Erzeugnis 
von Elementen aus D isomorph zur Zentrumsfaktorgruppe von Sp(3, 3). 
Dann gibt es drei paarweise vertauschbare Elemente n, b, c aus D IT K 
mit a& = 1. Sei XEB,, dann ist nach (1.1.1) F = ,<a, 6, x> g A, , und 
c = r,-lb-l ist enthalten in F. Daraus folgt, daB c und x im Widerspruch 
zur lToraussetzung eine Gruppe isomorph zu d, erzeugen. 
(2.1.3) LEMMA. Sei x1 E Bd+ mit t E (x1 , d) n T, und sei (xl , d> < 
F g Sp(3, 3). Dam ist j R,(d)! < 12. 
Beuwis. Xngenommen, 1 K,(d)/ > 12. Dann existieren xi , .z~ , x3 E K,(d) 
mit :,xi , dj # ;sj, dj fiir i + j. Sei n E C,(d) n F mit duaf = QE Z(F), 
so gilt 0.B.d.A. 0 = (x1 , x2 , F) < (C,(q)). Falls B, n $J f B, so folgt 
in @Z&J) ein Widerspruch wie in (2.1.2). Deshalb erzeugen zwei nicht- 
vertauschbare Elemente aus 0 n D immer eine Untergruppe isomorph zu 
SL(2, 3). Nach Kapitel 1 ist (x1 , x2, d)/Z((q , x2 , d)) eine Frobenius- 
gruppe. Deshalb gibt es ein y E 0 n D und eine Involution kY so dal3 
k E Z((:x, , x2)) IT Z(( y, d)). Nach (l.l.l)( 1) ist ( y, d, a> s Sp(3, 3), denn 
aus au = a w%rde & = ut und daraus im Widerspruch zur Annahme 
dv = d folgen. Deshalb ist such *‘r \’ 1 > “% 7 a> = <x1, a, nk) isomorph zu 
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Sp(3, 3), und es existiert ein z E <.Q , a x ) n D mit a” = a. Da auRerdem 
at = a gilt, folgt aus q’ = q such d” = d. Das ist ein Widerspruch in 
(~1 , x2 t dj. 
(2.1.4) LEMMA. Es existiere in G eine D-Untergruppe F isonzorph zu 
U(3,3).Fiird~FnDundt~FnT~giltIK,(d)l <6undd~(T~). 
Beweis. Seien x, y E K,(d) und /.Y, d) f (y, dj. Sei weiter a E B,+ 
mit (x, a, d) z U(3, 3). Dann gilt such (y, a, d) s C.i(3, 3) und 
(x, a, d> n (~7, a, d) = (a, at, d) s U(3, 3). Im Widerspruch dazu gilt in 
U(3, 3) 1 K,(d)] < 6. Der zweite Teil der Behauptung folgt aus der Struktur 
von U(3, 3). 
(2. I. 5) LEMMA. Sei t E T, , dann gilt 
(a) t invertiert keirz Element aus D, 
(b) C,(t) enthalt keirze D-Uzztergruppe F isonzorph xu U(3, 3) mit a EF. 
(c) T, ist eine Menge vorz {3, 4, 5, 6}+-Transpositionen. 
Beweis. Zu (a). Sei b E D und t E Z(<a, b)) n T. Angenommen, es 
existiert ein x E D mit a+ = x-r. Dann ist <Ia, 6, X) = {a, b, axj isomorph 
zu einer Faktorgruppe von lV. Aber in IV gilt im Widerspruch zur Annahme 
die Behauptung. 
Zu (b). Sei wie in (a) t E (a, b). Angenommen, die Behauptung ist falsch 
und (a, c, y) eine D-Untergruppe isomorph zu U(3, 3) in Cc(t). Dann 
zentralisiert T, n (a, c, y) die Involution t und nach (1.1. I)( 10) such b. 
Aus der Struktur von U(3, 3) folgt aber a E (T, n (a, c, y)) und damit 
ba = b im Widerspruch zur Annahme. 
Zu (c). Die Behauptung folgt aus der Struktur der in (1.2.6) genannten 
Gruppen. 
(2.1.6) LElWVIA. Azls (D,)/Z((D,)) e A, folgt d $ (Dd). 
Beweis. Im Gegenbeispiel ware PZ = 6 oder 7 [S], und der Widerspruch 
folgte wie in (2.1.2). 
(2.1.7) LEMMA. Sei G g A,. Dunn ist D die iYonjugiertenklasse der 
Elemente der Ordrzung drei, die jeweils als 3-Zyklus geschrieben .werden kiinnen, 
oder n = 6. 
Beweis Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Dann ist G s A, 
oder A,. Wenn wir berticksichtigen, dal3 die Elemente der Ordnung drei 
der alternierenden Gruppen, die sich mit der gleichen Anzahl elementfremder 
3-Zyklen schreiben lassen, konjugiert sind, kbnnen wir leicht in diesen 
Gruppen zeigen, da8 G kein Gegenbeispiel ist. 
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3. DIE DARSTELLUNC VON G AUF D 
(3.1) ~~~ffraussetzung. Es gilt (2.1) und =1, # s. G sol1 mittels Kon- 
jugation auf D operieren. 
(3.2) I~7wauxsetzung. Es gilt (3.1), und G ist einfach. 
(3.1.0) DEFINITION. Eine Untermenge R von D he& TI-Menge von D 
in 6, falls 1 < j R 1 < / D / ist, und fur alle g E G gilt: R” = R oder 
Rg r‘l R = 2;. R heiBt (nichtjabelsche TI-Menge von D in G, falls R eine 
TI-Menge von D in G und (RR) (nicht)abelsch ist. 
(3.1.1) Lmm.4. Folgende Aussagen sind iiquicjalent: 
(1) Es esistieren keine nichtabelschen TI-3’Iengen con D in G. 
(2) O,(G) < Z(G). 
Beweis. DaB aus (1) such (2) folgt, ist trivial. Sein nun (2) gegeben. 
Angenommen, es existieren nichtabelsche TI-Mengen 5’ von D in G. Fur 
x E L7 bezeichnen wir 1’ mit Va; . Sei 
J’ E r, n (B, u B,+) und z E (B, u B,+) .\; V, 
DanrL ist nach (1.2.3) und (1.2.6) (x, y, zj/Z((x, y, 2;) eine Frobeniusgruppe. 
Sei x b.: wy, dann ist such x - y. Wir zeigen, da13 q-i jede TI-Menge 
T;s fur alle g E G normalisiert. V,” = V~-’ = Vzel = V?“, deshalb nor- 
malisiert xy-i die TI-Mengen I’, fur alle x E B,, u B,+. Sei nun a E A,C . 
Dann ist wegen (1.24 (s, y, a)/Z((x, y, a j) isomorph zu einer Faktorgruppe 
von Sri , und in diesem Erzeugnis normalisiert .+ jede TI-Menge van 
Elementen aus D. Somit liegt xy-l im Kern der Darstellung von G auf VG 
und damit nach Voraussetzung und (2.1.1) in Z(G), ein Widerspruch. 
(3.2.2) LEIWVL~. Sei XEB~, dam existiert ein y E Ad wzit x E :(y: d). 
&weti. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann ist wegen 
(1.2.3) y E & fur alley E A,, und R, = (x/AI = -4,) ist eine nichtabelsche 
TI-Menge von D in G, ein Widerspruch zu (3.1.1). 
(3.1.3) LEMIW~. Sei d E D mit <d:; = d und K = <<C,(d), Td). Dam ist 
K transitiv aEf Ad . 
Beeoeis. Seien x, y E A, . 
(a) Fur x E C,(y) u B, folgt die Behauptung aus (1.2.3) oder (1.2.Q 
denn die dort beschriebenen Gruppen geniigen der Behauptung. 
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(b) Sei xE-4,. Dann finden wir geeignete Elemente xi E 3, n <x, y) 
fur 1 < i < 3, so daB {x, xl> z (xj , xj+r) g (x, , y) s 8, fur 1 < j < 
n - 1 < 2. Die Behauptung folgt nun aus (a). 
(c) Sei x E B,+. Dann folgt die Behauptung aus (1.2.9). 
(3.2.4) LEMMA. Sei d E D mit (d) = d und K = (C,(d), Td). K hat 
auf B, htichstens xwei Transitiz&tsgebiete. Im Fall (C,(d)) f (d) ist K 
auf Bd transitiv. 
Beweis. Sei zE&. Wegen (3.1.3) und (3.2.2) ist jedes z E Bd unter K 
zu einem LL E (z, d) n Bd konjugiert. Deshalb gibt es hijchstens zwei 
Transitivitatsgebiete auf B, . Falls <C,(d)) f (d), so existiert nach (1.2.7) 
eine D-Untergruppe isomorph zu A, , die <z, d) en&At. In A, gilt die 
Behauptung. 
(3.2.5) LEMMA. Sei d E D mit (dj = $ und B,+ f o und K = 
(C,(d), Td). Dam gilt einer der folgenden be&fell Fiille: 
(1) K ist transitiv auf Bd+. 
(2) K hat auf Bd+ und Td jeweils zmei Tramitivitiitsgebiete, die durch 
eine Involution aus No(d) vertauscht weTden. Seien T1 und T2 die Transitivitiits- 
gebiete auf Td , dann gilt: 
(a) Tl < GVJ, 
(b) Ftir t E Td ist / K,(d)1 3 12, und die Ordnung des PToduktes XLM&Y 
Involutionen aus Ti (i = 1, 2) ist drei. 
(c) Es exist&en keine D-Untevgruppen isomorph xu U(3, 3) in G und 
C,(d) 4S Cd>. 
Beweis. Wir nehmen an, da0 K auf Bd+ nicht transitiv ist. Sei I = 
{i E <a, dj / a E A, und di = d-l}. Wegen (3.1.3) sind die Elemente aus I 
unter K konjugiert. Sei -Y ein Transitivitatsgebiet von Bd+ unter K* = 
K . <<) fiir Z’ E I. Wir betrachten F = (z, y, Q’) fiir y E -t/‘ und z E Bd+ .\. V. 
F/Z(F) ist eine Frobeniusgruppe, andernfalls folgt aus der Struktur der in 
(1.2.6) beschriebenen Gruppen ein Widerspruch. Sei t E T n ::y, d) und 
j E T n (z, d>. Dann ist Y _C (C,(j)j und (Bd+ .\. Y’) < {C,(t)). Ahnlich 
folgt weiterhin, dal3 9 C C&t) u C,(j). Damit wird 9 von zwei echten 
Untergruppen iiberdeckt. Wie wir uns leicht klarmachen konnen, folgt 
daraus ein Widerspruch. 
Damit ist K* auf BA+ transitiv, und K hat auf Bd+ und Td jeweils zwei 
Transitivitatsgebiete. Sei t E T1 und j E T2 . Wegen der Wahl von <ij ist 
I n Co(t) = O, und es folgt einmal, daB T1 auf T2 trivial operiert (damit 
ist (a) gezeigt), zum andern ist jK,(d)l > 12 und <‘C,(t)>/Z((C,(t))) fur 
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U = D .\* C,(d) eine Frobeniusgruppe. Angenommen, es existieren t’ E TI 
mit t’” = t’ # t und j’ E T2 mit j’j = j’ # j. Dann ist C,(t) = C,(t) und 
C,(j) = C,(j’), und es gilt Bd+ .\*yK < CG(tt’) und analog yK < C,(jj’j. 
Sei a E 8, . Dann zentralisieren t undj jeweils eine D-Untergruppe isomorph 
zu d, in ita, d) und tt’ wie such jf zentralisieren (:a, d). 1st b E C,(d) und 
wird b nicht von t (und t’) zentralisiert, so liegt b in (& und wird von 
C,( jj’) zentralisiert. Damit wird D von zwei echten Untergruppen iiberdeckt, 
ein Widerspruch. 
Die Aussage (c) folgt aus (b) und (2.14. 
(3.1.6) Lmx~. Sd DA + o ulzd O,(G) < Z(G), dann ist D, eine 
Konjugiertenklasse aon (Ddj. 
Bezueis. Sei 1 DA i > 1 und D, = (JL, ?!< mit $& = ,biDd> und (Y/Q + 
(.$Fj) fiir i f j und 1~ > 1. Dann ist YY< fur alle j f i aus C&Y<). Sei 
?P” = YYI und I YK / > j Y< 1 fur alle i. Aus / %Y / = 1 folgt im Widerspruch 
zur Annahme, daf3 D, = o ist. Damit ist / YP” 1 > 4. Sei nun .X = 
IV9(YY) .\. ?Y, dann liegt L%? in C&YY) und 9K < D, fur alIe z E Z. Da 9 
maximal gewahlt ist, ist ?Y sin normaler Complex von D, und C,(Z) < 
N,(%/). Deshalb gilt 
(1) iV,(YY) = r’y u X 3 C,(Z) ftir alle I% E -X, und N9(X) = 
x u YF-. 
Da wegen (3.1.1) keine nicht abelschen TI-Mengen von 9 in G existieren, 
gibt es ftir ein g aus G ein .X g=~mityE;;Y^n~o.Sei~==-XguIld 
-tr = YP’. Wegen (1) erhalten wir 
(2) _v&+*) = 9 u 9’” und iv,(Z) n lV&Y) > C,(y) 3 Y,‘/^ u 9Y. 
Angenommen, Yf n 9 = 0. Dann folgt wieder aus (1) und (2), dalj 
w = Y und im Widerspruch zur Annahme L%? = L?? ist. Sei also a E 9Tn 9. 
Dann ist 96’” = YY- < 9 und Y < ~5; und es gilt mit (2) dal3 9 < 
CL?(,) < N,(%‘) fur alle ZL E 9’“. Damit ist 
(3) iV,($f) = X u -/tr = 5? u X = 8 L” P’ = N,(Y) = 9 und 
C,(4) < 9 fiir alle 4, E 9. 
Nach Voraussetzung existiert ein g E G mit 9P + &5! und G E 9~ n W. 
Dann ist aber C’,(a) < 99 n 9P. Sei a E Y@“, so ist X < .Z n Z@ und 
wegen Y5/ < C,(Z) such %” < W n BY. Fiir .a E X gilt die gleiche 
Argumentation. Damit ist B = L%? im Widerspruch zur Annahme. 
(3.1.7) LEM%L~. Sei D, 1 B und O,(G) < Z(G), dann ist <C,(d)j 
D-maximal. 
481/30/183-22 
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Beweik. Sei (C,(d)> eine echte Untergruppe von U = (U n 9) und U 
minimal mit dieser Eigenschaft. Sei weiter 9 = U n 9 und 9 = L%’ .\. Dd 
fur (d) = J. Angenommen, 3 ist keine Konjugiertenklasse von U. Dann 
ist L% eine Konjugiertenklasse und C&r) = 2 fur alle ,t E w. Damit ist 
Dd = D, fur alle ,z E w im Widerspruch zu (3.1.1). Sei deshalb 9 eine 
Konjugiertenklasse von U. Es gilt C,(t) C g fur alle % E L@‘, und wegen 
(3.1.1) existiert ein y E W n 9Y, wobei W # 99 und g E G ist. Damit gibt es 
nach Voraussetzung ein z E Dy , und es gilt C,(z) u C,(y) C 22’ CI L%. 
Wegen der Minimalitat von U ist deshalb im Widerspruch zur Annahme 
L2 = 92’9. 
4. DER FALL D, = m 
(4.1) Voraussetxung. Es gilt (2.1), A, f 0 und / Ed 1 > 2. 
(4.2) k’orazlssetzung. Es gilt (2.1) 8, f m und D, = a. 
(4.1.1) LEMMA. Aus d E B,+ folgt Ed C B,+. 
Beweis. Angenommen, es existiert ein a E E, mit a $ B,+. Dann ist 
wegen (1.2.7) a E A, . Wir betrachten die Elemente d, a, dz, a”. Dabei ist 
a”EB,, also nach (1.2.7) (a, ax, dxj = F isomorph zu A, , und es gibt 
ein ~TE:F n C,(d) n B,x im Widerspruch zu (1.1.1)(12). 
(4.1.2) LEMMA. Folgende Aussagen sind iiquivabnt: 
(a) G = A,, 
(b) I -7-h I = 4, 
(c) B,+=@. 
Bewe.>. Aus (a) folgt sofort (b). Falls B,+ # 0, folgt aus (4.1.1) und 
(1.1.1)(l) ein Widerspruch zu (b). Also folgt aus (b) such (c); und mit (c) 
und (2.1.7) such (a). 
(4.1.3) LEMMA. C,(d) = E, . 
BtWX?is. Nach (4.1.2) ist die Behauptung im Fall B,+ = o richtig. 
Sei also B,+ # .@ und / Ed 1 > 5. Angenommen, es existiert ein y E D, . 
Daraus folgt, da8 E,y C D, . Sei x E B, so gewahlt, da8 nach (1.2.7) x E A, 
fiir alle .a E E, . Da ( E, / >, 5, erhalten wir Elemente x1 , a, E E, , so da13 
K = (x, z, , zg) eine Faktorgruppe der in (1.1.1) beschriebenen Gruppe 
U(4,2)0, ist. Da E, eine TI-Menge ist, gilt K!Z(K) g U(4, 2). Aber aus 
der Struktur von U(4, 2) folgt im Widerspruch zu oben, daB es ein Element 
aa E I$ n K n B, gibt. 
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(4.1.4) LEMMA. G/Z(G) ist einfach. 
Der Beweis folgt aus (4.1.3) und (2.1.1). 
(4.15) Srl~z. G ist isomorph m As oder U(4,2). 
Bezueis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Wegen (4.1.2) 
ist B,+f a. Falls Z(G) f 1 ist, so ist G eine zentrale Erweiterung von 
A, oder U(4,2). In beiden Fallen wird G nicht von einer Konjugiertenklasse 
mit den Eigenschaften (4.1) erzeugt. Deshalb ist Z(G) = 1 und G wegen 
(4.1.4j einfach. Wir beweisen nun den Satz in mehreren Schritten. 
(1) In G existiert keine D-Untergruppe isomorph zu IV. 
Angenommen, die Behauptung ist falsch. Sei F eine D-Untergruppe 
isomorph zu I/t/. Seien t,j, K EF n T und d, x, y E F n D mit jt = K E Z(Y) 
und t E ( y, d) g SL(2,3) bzw. j E (x, d) s SL(2,3). Sei weitherhin 
P = <Ed, E,) und a E E, .\a (d). Wir kijnnen 0.B.d.A. y N d -IX und 
y ,-- a annehmen. Dann gilt v N aj, da j das Element y zentralisiert. Fur ein 
geeignetes Element n aus Ed gilt vaaj = q E (a, ,i, yj n Z(P). Da 9” = njaaj 
ist, folgt aus @q-l = r&-l E Z(P), da13 zlj = z’ und damit wegen (1.1. l)( 12) 
such u = d ist. Also ist (y, a, a’> = (y, a, d) und at = aj. Nun zentralisiert 
[j = K im Widerspruch zu (l.l.l)( 12) das Element a E Ed . 
(2) Seien t, j E Td und b E Ed , dann gilt (bit = (b)i. 
Seien a, c E B,+ mit t E <a, d) undj E (c, d). Wegen der Minimalitat von G 
und (1) konnen wir annehmen, dal3 (Ed, K,(d)) = G und i Z((E, , E,))/ = 3 
ist, denn sonst gabe es Elemente x, x’ E Z((E, , E,>) mit 
1 # z’z-l E C,(E, , K,(d)). 
Sei 0.B.d.A. b - a - d - c. 1st c E (EC , Ed) A B,+, so folgt die Behauptung 
aus / Z((E, , Ed))1 = 3. Fur c E Bd+ .\. (E, , E,> kiinnen wir wegen (1) 
0.B.d.A. c .w b wahlen. Sei 
g = dbbf E Z((E, , E,)) und g’ = dbbj E Zc;E, , E,i), 
dann gift 
(*) g’g-’ = @(b-l)*. 
Falls bj - a, so folgt bjbk = g oder g-l (fur geeignetes u E Edj und mit 
(*) ein Widerspruch. Deshalb gilt bj - a-l und bl(b-l)h E <g) und analog 
bt w c-l und bj(bF)W E (g’) (fur geeignetes z” E Ed). 
Aus (*) folgt nun n = v’ = gg’, also a N z’ - c. Wenn wir in der Gleichung 
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v = gg’ die Elemente g und g’ als Elemente von (dz&) bzw. (dvvi) schreiben, 
erhalten wir einen Widerspruch. 
(3) I Eci I = 6. 
Sei a E B, . Dann ist wegen (4.1.1) E, .\. (d) C il, , und es gibt (nach 
Kapitel 1) Elemente B, b’ E Ed mit d E (b, b’, a) g U(4, 2). In (b, b’, a) n Td 
existiert ein t, das (b) auf (6’) abbildet. Angenommen, 1 E, / f 6, das hei&, 
es existiert ein v E Ed .\* (b, b’, a). Dann gilt such d E (;u, b, a) G U(4,2), 
und in (v, b, a> n Td gibt es ein t’ mit (b?’ = <a). Nach (2) ist aber 
(bjt’ = (b)” und deshalb v E (b, B’, a) im Widerspruch zur Annahme. 
(4) G ist kein Gegenbeispiel. 
Sei XEB~, dann ist nach (2) (Ed , xi z U(4, 2). Angenommen, es 
existiert ein y E B,+ .\* (Ed, 2;). Sei t E (y, d) n T. Dann existiert ein 
t’ E T, n (E, , JC>, so dal3 tt’ + 1 ganz Ed zentralisiert. Daraus folgt aber 
im Widerspruch zur Minimalitat von G und (l), da13 <y, E, , x> von tt’ 
zentralisiert wird. Deshalb gilt B,+ _C (Ed:, x). Wegen Kapitel 3 ist 
(:Bd+, Ed) = G. Damit ist G kein Gegenbeispiel. 
(4.2.6) SATZ. Sei G einfach, dam ist G isomorph xu A, , A, , U(4, 2), HJ 
oder G,(4). 
Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Wegen (4.1.3) 
und (4.15) kiinnen wir annehmen, da13 (C,(d)) = (d) ist. Wir fiihren den 
Beweis in mehreren Schritten. 
(1) Es existieren D-Untergruppen isomorph zu U(3, 3) in G. 
Da Td nach (3.2.5) eine Konjugiertenklasse in (Td) ist, ist (Td) keine 
2-Gruppe. Nach [4] existieren deshalb Involutionen i, j E Td , deren Produkt 
ungerade Ordnung hat. In <l&(d), K,(d)) gilt nach Kapitel 1 die Behauptung. 
(2) / K,(d)/ < 6, und Td ist eine Konjugiertenklasse von (3, 4, 5)+- 
Transpositionen in ,< Td). 
Diese Behauptung folgt aus (I), (3.2.5), (2.1.4) und (2.1.5). 
(3) C,(,;T,>) = cd). 
Jedes Element aus C,((T,>) zentralisiert B,+ und damit G oder operiert 
auf B,+ wie d oder d-~l. 
(4) O,((T,)) = 1. 
Angenommen, die Behauptung (4) ist falsch. Wegen (3) gilt 
O,(U’,)) n Z(<Td) = 1. 
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Sei x’ E O,(< T&), dann ist tZ’ = tx (fur jedes t E Td) mit t vertauschbar; 
also (K,(d), K,,(d))/O,((K,(d), J&(d))) g (d). Sei nun b E B, und & # b. 
Dann gilt :b, b”, dj/O,((b, b”, d)) g jd), denn sonst wurde z und damit 
such tx im Widerspruch zu (2.1.5) ein Element aus I3 invertieren. Wegen 
(3.2.2) finden wir ein a E A, mit i;b, b”, d) < (d, a, bz) = F. Insbesondere 
ist <b, b”) n B,f = (c, dj und cz = c’, also such jz = j fur j E <cc, d) n T 
und j’ E :;c’, dj n I‘. Damit gilt einmal j -p E O,((T,)), anderseits ist aber 
F s FV oder LVr (Kapitel 1) und j .p E F n Td im Widerspruch zu (2). 
(5) ,: T,) ist eine Schursche Erweiterung von A, oder Mz, (&‘SL(3,4)j. 
Wegen (1) ist (d) E <Td)‘. Aus der Minimalitat und (2.1.5) folgt fur ein 
t E Td , daij (C,(t)~~/O,((C,(t)~) g A, und deshalb <C,(t)> eine 2-Gruppe 
ist. Wegen (2) kijnnen wir nun [12] anwenden. A, und L&, sind die einzigen 
Gruppen, die unseren Bedingungen geniigen. 
Die in (5) beschriebenen Gruppen kommen als Zentralisatoren van 
Elementen aus D in HJ oder G,(4) vor. Da (Tdj mit jedem Element aus 
LI .,I. (d> ganz G erzeugt, kiinnen wir annehmen, da8 in G keine D-Unter- 
gruppen isomorph zu G.,(4) existieren. 
(6) Sei t E T und j E C,(t), dann ist j E <C,(t)> n T. Insbesondere 
gilt C,(t) n C,(j) f 0. 
Angenommen, die Behauptung (6) ist falsch. Dann gilt C,(t) n C,(j) = i?: . 
Sei d E C,(j). Da in <C,(t)j D-Untergruppen isomorph zu -izj existieren, 
ist C,(t) g B, v B d+. Sei also a E C,(t) n A,. Aus 
;a, &(d))/O,((a, K,(d)>) z (4 K(a))lO,((d, K&Y>) G Aj 
folgt C,(t) n C,(j) + %. Damit ist 0.B.d.A. /a, K,(d)> E HJ. Deshalb gilt 
t, j E: (C,(i)‘, fur i E (:a, aj> n T. Da aber (C,(i)>/O,((C,(~)~) z 9, gilt, 
ist wieder im Widerspruch zu oben C,(t) n C,(j) f 3. 
(7) Sei t E T und j E C’,(t), dann ist rj E T. 
Die Behauptung folgt aus (6) und (5). 
(8) Sei t E T, dann ist (C,(t)?, der schwache AbschluB von C,(t), 
eine 2-Gruppe der Klasse 2. 
Nach (6) ist C,(t) C (<C,(t)\. -41.1s (C,(t))/O,((C,(t)>j E A, folgt deshalb, 
daB der schwache AbschluR von C,(t) eine 2-Gruppe ist. Wie man sich 
leicht an Hand der Sylow-2-Untergruppen von (Td> klarmacht, liegt das 
Quadrat eines jeden Produktes von nicht vertauschbaren Involutionen aus 
C,(t) in Z((C,(t))). Damit ist <C,(t)) eine 2-Gruppe der Klasse 2. 
nlit (7), (8) und einem Corollar aus [12, Corollary C] folgt nun, daB 
G s HJ oder G,(4) und G kein Gegenbeispiel ist. 
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5. DER GRAPH I'(9) 
(5.1) Voraussetzung und Bexeiclmungen. D und D sind zwei Konju- 
giertenklassen, die (3.1) erfiillen. T(9) bzw. T(g) ist ein Graph mit der 
Punktmenge 9 bzw. g. Zwei Punkte a, d E 59 bzw. LT, 6~g heiBen verbunden, 
wenn & = a bzw. zG = 2 gilt. Fiir d E D mit cd) = d ist 
Cd = C,(d) u Td = C, . 
Analog definieren wir C,- und C-, fiir a E D. 
Untermengen von D (bzw. g) unterscheiden wir von denen von D 
(bzw. 9) durch die iiberquerten Indizes (zum Beispiel D, und D,-, Dd 
und Da usw.). (D) bzw. (D) operiert durch Konjugation auf I’(9) bzw. 
lp). 
(51.0) DEFINITION. Im Folgenden sei X, eine der Mengen A,, B, oder 
B,+ und XZ die entsprechende Menge in D. Die Konjugiertenklassen D 
und iJ heil3en isomoqVz, wenn gilt: 
(a) -;Y, ist genau dann leer, wenn XZ leer ist. 
(b) Es ist D, f 0, und es existiert ein Isomorphismus y’ von (C,) 
nach (C,) mit folgenden Eigenschaften: 
(1) dq’ = J und Cdp)’ = C,, 
(2) Fur jedes a E X, existiert ein a~ XJ mit C,,d,(a)p)’ = Ccc,-,(%). 
(c) Fiir t E Td und t E Tz gilt / K,(d)/ = 1 K,(d)/. 
(d) Fiir a E X, gilt 1 Cx,(C, n C,)l = / Cx,((Cd n C,)$)I = p < 12. 
Dabei ist p = 6 fur X, E (Ad , BJ. 
(e) Fur a E X-, und D, n D, f o gilt Cx,(D, n D,) = Cx,(C, n C,). 
(5.1.1) LEMMA. Sei D isomorph zu a, dann ist r(9) isomorplz xu r(G). 
Beweis. Sei d E D mit (d) = a! fest gewahlt und ye’ ein in (5.1 .O) erklarter 
Isomorphismus von (C,) nach (C,). Fiir LJ~ X, E {Ad, B, , Bd+) sei 
Qa = C,(C, n C,) n X, . Analog sei Q; erkllrt. Wir erhalten eine umkehr- 
bare Abbildung Y von {QJLz E d, u Bd v Bd+} auf {QJE E Aa u B-, v Bdf) 
durch Q&Y = C,((C, n C,)y’) n X2 fur LZ E X, . Insbesondere gilt 
1 Q& 1 = / QaY 1 und (QaZ)Y = (QaY)(eq’) fur z E (C,>. 
Unser gesuchter Isomorphismus 9 operiere auf C,(d) wie 9’ und bilde 
fur alle *c E X, die Elemente aus Q= auf die Elemente aus QaY ab. 
(1) Fiir LZ E X, ist (Q&) E (Q&Y>. 
(2) 1st c~ Bd+ und t E <.a/, Z) n T, dann ist tv’ E .Z((& 2)) fur alle 
i E QcY. 
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Die Behauptungen (1) und (2) folgen sofort aus (5.1.0). 
(3) 1st <.d, 2, b)/Z(~(d, 2, d)) f” ur 4,~ E 9 eine Frobeniusgruppe, so such 
(2, -f, c~j/Z( ~12, F, ;)) fur alle ,Z E Q,Y und 2 E QOY. 
Fur 3 E ,(d, ,I> ist die Aussage wegen (1) trivial. Sei also 0 $ {LL, ,z>. Falls 
dE Bd+, so gilt wegen (2) z@’ = ,I fiir t E Z((B, &). 
Aus Kapitel 1 folgt nun die Behauptung. Sei also 2, I E Bd . Falls die 
Behauptung fiir ,f, 5 falsch ist, so existiert ein 5 E A, mit 6, s E (z, d) und 
wegen (5.1.0) sind .), <j im Widerspruch zur Annahme in ,,:Q;Yl:) enthalten. 
(4) 1st CG E Ad und &E B, u Bd+ mit (Q& , Q&/O,(:;Q, , Q&) E 3, , 
dann ist such <Q=Y, QJP’>/O,(:<Q~Y, Q6Y>) g 12, und / Q8 n A, 1 = 
1 Q6Y n A; / mit *-c E Q,Y. 
Der Beweis folgt aus (3) und (1.2.8). 
Seien nun n E dd und -G EQ,Y fest gewahlt. Wir definieren “9) = 5 
und (nz)~ = (q)(“q’) fur ,z E CC,>. Wegen der Transitivitat von (C,) auf Qd 
(3.1.3) ist fur jedes z E -Ad das Bild zv = .e erkkirt. 
(5) Zu jcdem 6~ Be und LZ; E -dd mit zd = z existiert genau em 
d E QdY mit ted = E. Die Zuordnung d -+ d von Bb nach B, ist bijektiv. 
Wir setzen &F = 8. Es gilt (B)v = (&)o+) fur x E (C,). 
Die Existenz eines L?EQ&Y mit ~~ = z folgt aus (1.2.3) und (4). Wir 
wahlen z = a. Dann ist die Zuordnung eingeschrlnkt auf D, n B, bijektiv. 
Sei nun z E <:C,). Es ist P mit .a2 und 3 mit > = z(+‘) vertauschbar, 
alSo au& @(W-l mit 2. Aus der Bijektivitat der Zuordnung auf D, n B, 
und wegen F(Wml E Qd’$J ist T@(W-l = 6 und somit 2 = &iW) fcr alle 
ZE iC,j. Da wir nach Kapitel 3 jedes -2: E Jld als z = ccz fur x E CC,) 
schreiben kiinnen, folgen die zu beweisenden Eigenschaften der Zuordnung. 
(6) Seien a., z E A, mit a* = .a, dann gilt such (a?!“~ = q~. (Wir 
schreiben wieder q = a und cry = 2). 
Nach (1.2.7) ist (.q z, J>/O,((.q z, d)) s U(4,2) oder -rlj ~ Sei zuerst 
(CG, z, d>!O,(c<a, z, dj) s U(4,2). Dann existiert ein t E Td n / CZ, .(t> a’) 
mit LZ~ = z und (~)(~a’) = 5. Angenommen, es ist (a); f 6. Nach 
(2.1.5) ist dann z E B; u B;+. Weiterhin existiert ein c E D, n D, n BLL 
in (a, z, &. Deshalb ist nach (5) <z, 2) n B C D-, u 81. Angenommen, 
es existiert 3 E (z, L+ n Da + 0. Dann ist ~g = .2: fiir ein q E 2, 
und <a, (~9’.-1)) enthalt im Widerspruch zur Voraussetzung zwei 
vertauschbare Elemente aus A, . Somit gilt (c, 2) n g c A-, und nach 
(1.2.9) /z, d, d)/O,<z, :r, & G il, oder G,(4). Im ersten Fall existiert ein 
G E CL?, zj mit <d, 8, z)/O,((j; .G, z>) s A, und I:<Jy z’i n -4% 1 = 2. Im 
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Widerspruch zu (4) ist aber I(& (,u@)) n a, / = 4. Im Fall (& Z, Z) z 
G,(4) ist I kT,(d)l d 6, und somit existiert eine Involutionj E Z((q Z, d)) n T. 
Damit wird im Widerspruch zu (2.1.5) <J, 2,~) vonjp’ zentralisiert. 
Sei nun (A, L+ Z) g A,. Dann ist wegen (5) such <I& LZ, 2) g A:. 
Angenommen rt: # D;t . Sei 0.B.d.A. zd E Da n Ad fiir d E LJ, so ist such 
E~GD; n-42. In (Ddn(~,d,s)) existiert eine Involution t, so dal3 
&P - _ g$ alSo au& ~(W)(W-’ = zdv’ gilt. Nun rechnet man leicht nach, 
daB dann such schon &9’)(@‘) = - z im Widerspruch zur Annahme mit z 
vertauschbar ist. 
(7) Sei c EBB + f a und z E Ad mit mc = Z. Fiir t E T, gilt dann 
einer der beiden Falle: 
(a) j K,(d)/ = 6, und es existiert genau ein 2 EQ~!P mit a; = 2:. 
Wir setzen q = F, und es gilt (8”)~ = (cv)~~’ fur alle x E CC,>. 
(b) 1 K,(d)/ = 12, und es existieren genau zwei Elemente c, C’ EQ~ 
mit& = z = $8’. In Qc!P gibt es genau zwei Elemente 2, C’ mit mc = ;Z = ~2, 
und wir kijnnen die Abbildung 3) von {c, c’> nach {f, F’) so erklaren, da13 
(4”)~) = (.cP))~~ fur alle x E (C,> ist. 
In beiden Fallen ist 93 eine bijektive Abbildung von Bd+~ nach B$. 
Nach (1.2.7) ist (d, Z, ~)/0,((d, Z, fij) g A, . Angenommen, es 
existiert ein L EQJP, so da13 (2, d) n 0; = 0. Dann gilt wegen (3) 
(z, 2, E)/O~((CL~, 2, F)) g 1/‘(4,2), fJ, G,(4) oder As. In den letzten drei 
FHllen folgt ein Widerspruch wie in (6). Im ersten Fall gilt @(t+9S = &“, 
wobei t aus (Q!, Z> n T ist. Aber in (J, Z, C) ist x6 E B, v B,+ im Wider- 
spruch zu (6). Somit ist (c, d, Z) g (L, 2,~) fur alle c EQ,Y. Fiir 
1 K,(d)/ = 6 folgt nun die Behauptung wie in (5). Sei also 1 K,(d)/ = 12. 
Dann ist QZ n D, = (8, c’} und Qc?P n Dz = (2, 6’). Wir definieren q = E 
und 6’~ = 2’. Sei nun z E <Cd), dann bilden wir (d”, x’~) so ab, da13 
((&)(Z~‘)-l = Fund ((z’“)~J) (Zq’)-l = E’ ist. Daraus folgen alle zu beweisenden 
Eigenschaften. 
(8) Seien e, c’ E B,+ mit cc’ = c, dann gilt such (.q~)(“‘+‘) = q. (Wir 
schreiben q = c und C’~T = z’). 
Nach (12.7) ist (L& C, c’) E Sp(3, 3). Sei t E Td n (xJ!, 6). Dann existiert 
ein y E D, mit (d, C, c’) = (9, LT!, d> und &-lt = c’. Nach (7) ist dann such 
~(4~q-l~)~’ = 2’ und somit ist <LT?, 2, 2’) E Sp(3, 3). In (J, c, c’j sind c und c’ 
unter einem Element Jo T, konjugiert, also E und E’ unter ip’. Aus der 
Struktur der Gruppe Sp(3, 3) folgt nun E:’ = 2. 
(5.1.2) DEFINITION. Eine Untermenge @ von 9 heiDt xusammenhiingend, 
wenn T(@) zusammenhangend ist. Dabei sei das Verbundensein in I’(&) 
wie in T(9) definiert. 
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(5.1.3) LEMMA. Sei D, f 0 und O,(G) < Z(G), dam ist 9 .\* C,(d) 
fiir d E 9 xusammenhiingmd. 
Beeueis. Aus (3.1.1) und (4.1.3) folgt, daB 2 zusammenhangend ist. 
Angenommen, g .\. C&cd) = Ud ist nicht zusammenhangend. Sei Y’ eine 
Zusammenhangskomponente maximaler Mlchtigkeit. Wegen der Maximalitat 
gilt dann 
D,nD, p i%. 
D (*)/ D1u;aIIIhylg;n:“,,Lir alle z E ud .\. d ‘- und .a E 9:’ mit 
CT . . existieren solche Elemente LL. Falls 
jrcGyi) = ‘Y ist, so gilt mit (3.i.6) fur LZ, E P’ mit D, r\ Dd f ~2, da@ 
(Da * De) cG(d) = Dd < Dd n D, = D, , und es gibt im Widerspruch zur 
Voraussetzung nichtabelsche TI-Mengen in D. Sei also Y” + Y” fur ein 
ZE C,(d). Dann ist ‘%rz _C ud .\- ‘@‘-, und wegen (*) gilt D, n Dd = 
D,, 17 Dd = D,x n Dd fir alle 21, TV’ E Y/‘. Damit zentralisiert D,, n D, im 
Widerspruch zu (3.1.7) LTd U c,(v). 
(5.1.4) SATZ. Sei D isomnorph xu D und 2((D)) = I, und es gelte eine der 
folgenden -4ussagen: 
(a) In (Dd) existieren D- Untergruppen isonwrph zu A, , A, und SL(2, 3). 
(b) O,((D,)) = 1, und Dd ist xusammenhiinge~zd. 
(C) (De> z d, . 
Dann ist c:D> s (D). 
Bezueis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. 
(1) Es gelte (b), undesseixED.\.Cn(d)(dED)undcED,nD,f O, 
dann ist 
(1) ! C,(d) n C&4 > 2, 
(II) In D, .\. C,(c) existiert ein g mit C,(g) n D, f PT. 
Die Aussage (I) folgt aus (5.1.0)(d) und (e) und der Voraussetzung. 
Ware Aussage (II) falsch, so ware nach (I) C,(d) r? C,(X) eine abelsche 
TI-Menge in CD,> und D, nach (4.1.3) nicht zusammenh8ngend. 
Wir betrachten nun r(g). Aus (51.1) folgt, da13 I’(9) isomorph r(g) 
ist, und aus (5.1.0)(b) und (d), (3.1.1) und (5.1.3), daB 9 .\,* C&d) fur 
do 9 zusammenhangend ist. Wegen der Isomorphic konnen wir <D) als 
Untergruppe von ,‘lut(r(%)), der Automorphismengruppe von r(9), 
auffassen. Sei nun d ein beliebiger Punkt aus 9. Die Menge der mit d 
verbundenen Punkte, bezeichnen wir mit C,(J). Wir betrachten die 
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Untergruppe S(C&d)) von Aut(T(@), deren Elemente C,(d) punktweise 
festlassen. In S(C,(d)) liegt ein Element d E D und BE D. 
(2) Fur jedes z E 9 .\. C,(d) mit C’s(d) n C’,(Z) f o und 
x E S(C,(d)) gilt 99 E {z, &, .z~-*}. 
Die Behauptung folgt sofort aus (5.1.0)(d) und (e). Wir wahlen nun ein 
festes t% E 9 .\. C,(d) mit C,(d) n C,(Z) # 0. Wegen (2) ist 0.B.d.A. 
&d zzz z. 
(3) Aus (a) folgt, dal3 dd jeden Punkt aus 9 stabilisiert. 
Wegen (2) gilt fur jedes &E G’,(Z), da0 @“E {8, Cd, &-l>. Dann ist aber 
&‘a = z?, sonst ware d mit zz verbunden. Da 9 .\. C,(d) zusammenhangend 
ist, folgt daraus, dal3 dd ganz .9 punktweise festlaist. 
(4) Aus (b) folgt, da13 dd jeden Punkt aus 9 stabilisiert. 
Sei c E C,(d) n C&Z). Da wegen (5.1.3) C&C) .\. C,(d) zusammen- 
hlngend ist, folgt wie in (3), dal3 dZE S(C&c)). Nun wahlen wir 
2 fE C&;> -\* CL&) mit C&Z) fl C&i!) # 0. Wegen (1) existiert ein 
solcher Punkt 8. 
Wie in (3) ist 9” = 8. Nun folgt dii E S(C&Z)), denn fiir jedes 8’ E C,(Z) 
ist z E C&Z’) n C,(C) f ,LT. Als nachstes wahlen wir 2~ E C,(Z) und zeigen 
mit Punkten c, Q’, ic statt d, Z, .x wie oben, da8 dd E S(C9(u)). Da LZ~ zusammen- 
hangend ist, fiihrt ein wiederholtes Anwenden dieses Verfahrens zur 
Behauptung. 
(5) Aus (c) folgt, daD dd jeden Punkt aus 9 stabilisiert. 
Dies rechnet man mit ahnlichen Methoden wie unter (3) und (4) nach. 
Wir haben nun gezeigt, dalj in Aut(&%)) dd = 1 ist. Da d aus 9 beliebig 
gewahlt war, folgt daraus (0) = :<&. 
6. EINIGE SPEZIALF~LLE 
(6.1) voiovaussetzzcng. Es gilt (2.1). 
(6.0.1) In diesem Kapitel betrachten wir Konjugiertenklassen D, fur die 
eine der Mengen B, , B,+ oder A, leer ist. Die von solchen Konjugierten- 
klassen erzeugten Gruppen sind bekannt. Sie wurden im Fall ild = o von 
M. Aschbacher und M. Hall [l] und unabhangig davon von J. Assion [3] 
und B. Stellmacher [IO] und im Fall B,+ = o von J. Assion [2] gekenn- 
zeichnet. Im ersten Fall zitieren wir immer [l], da dieses Ergebnis publiziert 
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wird, im zweiten Fall geben wir einen eigenen Beweis an, da [2] nicht 
veriiffentlicht wird. 
(6.1.1) SATZ [l]. Sei A, = m und der maximale au.JEisbare Normalteilev 
r;on G trizial. Dunn ist G isomorph zu P Sp(2n, 3) fiir n > 2, U(n, 3) fiir 
II > 3 oder PGU(n, 2) fiir n > 4, und 9 ist eindeutig bestimmt. 
(6.1.2) FOLGERUNG [l, 3.71. Sei A, = o, dann ist G/O,(G) zykZisch 
odmB, = o. 
(6.1.3) SATZ (J. A&on). Sei Bd+ = 12: und A, f 0. Dunn ist G E A, 
fiir n >, 5. Fiir n # 6 L-t D in A, die Konjugiertenklasse der Elemente, die 
genau dFei Symbole bewegen. 
Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Nach Kapitel 1 
und (4.2.6) ist D, + @. 
(1) Eine D-Untergruppe von G ist genau dann auflosbar, wenn sie 
isomorph zu A, ist. 
Aus (1.2.3) folgt, dal3 jede D-Untergruppe isomorph zu A, in einer 
D-Untergruppe isomorph zu A, enthalten ist. Nun folgt aus (1.2.8) die 
Behauptung. 
Zusammen mit (3.1.6) und (2.1.1) folgt daraus, daR G einfach und 
jDdj z A, fiir n > 4 ist. 
(2) (Ddj e A, fiir n > 5. 
Angenommen, c(Ddj s d, . Seien a, b ED, und <a, b) = (D,j. Sei weiter 
XE&. Dann ist mit (3.1.7) und (1.2.7) 0.B.d.A. G = (x, d, bj s A,, und 
G ist kein Gegenbeispiel. Sei von nun an n > 5 fest vorgegeben. 
(3) Sei a E B, , dann ist (D, n Dd) g A,-, . 
Wegen (3.1.1) ist (0, n Dd) f (D&. Sei x E D, n D, . In (D,) gilt 
D, n D, n D, = o und ~1 = 5 oder 6 oder (0, n D, n Ddj s A,, 
nach Induktion. Im ersten Fall wahlen wir y E D, n ~9, n a, . Dann ist 
(a, x, y> e A, , und es existiert x E D, n D, n B, . Fiir n = 5 folgt daraus 
die Behauptung. Fiir n = 6 wahlen wir g E D, n D, n A,. Dann ist 
i ,g, x, a> z A, und wir finden eine weitere von (z, x> verschiedene D- 
Untergruppe isomorph zu A, in (Dd n 0,). Aus (I} folgt daraus die 
Behauptung. Sei nun (0, n D, n 0,) z 3,+, und wiedery ED, n Ax n A, . 
Dann iinden wir wie oben ein mit x nicht vertauschbares Element in D, n D, . 
Nach Induktion ist nun /Dd n D,j E A,-, . 
344 BERND STELLMACHER 
(4) Sei a E B, und b E A, . Dann gilt: 
(1) I Da n D, I f I 4 n D, 1, 
(11) Gp n &)I = I C&b n &)I = 6. 
Seien K1 und K, zwei verschiedene D-Untergruppen isomorph zu A, , 
die (d, aj enthalten. Dann gilt (Ki , K,) z A, . Ware (I) falsch, so wmde 
(K, , Ka) n D, f o ganz D, n D, zentralisieren. Aussage (II) folgt aus (I). 
(5) Sei b E A,, d ann ist (Dl, n Dd) s A,-, . 
Seien a, a’ E {b, d> n B, und (n, dj # (a’, dj. Dam-r gilt d,-, G 
(D, n D,} n (D, n 0,~) < /D, n DO). Die Behauptung folgt nun aus (4). 
Sei nun D die Konjugiertenklasse in &+s , deren Elemente jeweils genau 
drei Symbole bewegen. 
(6) G ist kein Gegenbeispiel. 
Nach (2.1.6) ist (C,(d)) = (Dd) x (d). Dies und (2) bis (5) gilt such 
fur D. Aus (5.1.1) folgt, da13 D isomorph zu B ist, und aus (5.1.4) dal3 
G cx A,, . 
7. D-UNTERGRUPPEN 
(7.1) Vorazcssetxzcng. Es gilt (2.1) und A, f 0. G ist einfach und 
<C,(d)) nicht abelsch. 
(7.1.1) LEMMA. Sei x E Dd und B,+ # .@ aber B,f n C,(d) = .@. Dam 
ist (Dd) g A, und Td eine Konjugiertenklasse von 3-Transpositionen, oder es ist 
(Dd) z A, und Td eine Konjugievtenklasse von {3,4)+-Transpositionen. 
Bmeis. Aus (6.1.3) wissen wir, daB <Dd) z A, und D, die Kon- 
jugiertenklasse der “kurzen” Elemente der Ordnung drei oder ?z = 6 ist. 
Falls n = 4 ist, so folgt aus (3.1.7) und (1.1.1)(4), da8 O,(G) # 1 ist. Sei 
y E B,+ und t E (y, d> n T. Nach (2.1.5) und Voraussetzung zentralisiert 
und invertiert t kein Element aus D, . Damit ist n > 6, und es existiert 
ein z E D, mit at E C,(x) n D, . Das hei&, F = (x, d, y> s Sp(3, 3). Sei 
q # 1 ein Element aus Z(F) und M = C,(x) n C,(9) n D, . Dann liegt 
(M, d, y} in einer Konjugiertenklasse U von (C,(q)). Falls (ill) nicht 
abelsch ist, folgt in der Konjugiertenklasse U(q)/(q) ein Widerspruch 
wie in (2.1.2). Sei also <M) abelsch. Falls M .\* (x, ,s”} = M # O, so ist 
(D, n Ddj g A,, und t normalisiert M, d.h. t zentralisiert oder invertiert 
im Widerspruch zu oben ein Element aus Dd . Also ist n/r = .@ und n = 6 
oder 8, da fur n = 7 alle Involutionen aus Z; ein Element aus D, invertieren. 
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(7.1.2) LEMMA. Folgmde Aussagen sind Equivalent: 
(a) O.I((Dd;) i 1, 
(b) D, 6 B, n C,(X) fiir atle x E D, , 
(c) G E -4: und (Ddj g A,. 
BtTZLViS. Fiir B,+ = 5 folgt die Aquivalenz der Aussagen aus (61.3). 
Sei deshalb B,+ + @. Wir fiihren in diesem Fall jede der Aussagen zum 
Widerspruch. Fur (c) folgt der Widerspruch aus (7.1.1). 
(1) 02@,Ddj) n Z((D,)j = 1. 
A ngenommen, es existiert eine Involution Fz E O,((D,)) n Z((D,)). Sei 
?c E B, _ Fails (x, x~, d)/Z(ix, x~, d:\) eine Frobeniusgruppe ist, zentralisiert 
K ein Element aus D .\* C,(d), und nach (3.1.7) folgt ein Widerspruch. 
Sei nun Q = ,:~r, .@, d) g d, . Dann invertiert K ein Element u E Ad n Q 
und normalisiert (u, 11) fiir ein lz ED, n /I,, . Damit ist K = (u, uh, d) 
eine Faktorgruppe von i&‘i mit nichttrivialem 2-Normalteiler, und k 
zentralisiert in do,(K) n (D .\,- t<dj) ein Element. Der Widerspruch folgt 
nun wie im ersten Fall. 
(2) Dd $L B, n C,(X) fur alle x E D, . 
Angenommen, D, C B, n C,(X). Dann ist nach (6.12) <Da)!OB((D,)) z 
(N). Angenommen, es existieren zwei Elemente P, s E xO,((D,)) n B, , so 
da8 (P, m> f ,Is, x>. Nach (3.2.2) gibt es ein z’ E D mit Y E (v, x) z A, , 
und aus (1.2.8) folgt, daB <:x, 21, s j isomorph zu einer Faktorgruppe von TJ’; 
mit nichttrivialem 2-Normalteiler ist. Im Widerspruch zur Annahme ist 
dabei D, 17 Bf f O. Fiir <<D $ E A, folgt der Widerspruch aus (7.1.1) 
(3) O,((D,)) = 1. 
Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu (3). Aus dem Beweis von (1) 
und (2) folgt, daR es ein ‘io E xO,((D,)) n B, mit xO,((D,)) n D C (;a~, w> 
gibt. Angenommen, D, !Z B, u B,+ u C,(x). Wegen (1) und (2) ist (Drl) 
nicht isomorph zu (x) O,((D,)), und wegen (6.1.2) existiert in (D,&j’O,((D, j) 
keine Untergruppe isomorph zu iz, , die von Elementen aus DO,((D,>)/ 
O$(<D&) erzeugt wird. Daraus folgt, da8 (B, n Da> =(x, zo> ist. Da es wegen 
(3.1.1) keine nichtabelschen TI-Mengen von D in G gibt, existiert ein c 
aus Bd+ IT D,, n A, . Nun folgt in (x, xt, zu) ein 1Viderspruc.h zu (B,, n Del) e 
A, (t E :c, d) n T). 
Sei nun 4, n d, # @. Nach (3.2.2) existiert ein ‘L, E J, mit w E (a, x>. 
Da A, n D, + m, ist such D, IT D,O # 0. Sei q aus D, n D,. Falls q in 
346 BERND STELLMACHER 
(D, n 0,) zu d konjugiert ist, gilt O,((x, zu)) < O,((D,)) im Widerspruch 
zu (x, wj s (D,). Andernfalls ist q ED, n D, n D, und O,((x, w>) < 
O,((D, n D,)). Nun ist aber nach Induktion und (7.1.1) O,((D, n D,)) 
in O,((D,)) enthalten. Daraus folgt wie oben ein Widerspruch zu (x, v> < 
Q’,j. 
(7.1.3) LEMMA. Fiir I\^ E D, sind folgende Aussagen tiquivalent: 
(a) C,(x) n D, = ix) n D, 
(b) G z A, oder A, und (Dd) s A, oder A, . 
Beweis. Fur B,+ = @ folgt die Behauptung aus (6.1.3). Sei B,+ f 0. 
Wegen (7.1.1) gilt (b) nicht. Wir zeigen, daB such (a) nicht gilt. Nach (3.2.5), 
(2.1.4) und (2.1.5) ist Td eine Konjugiertenklasse von (3, 4, S}+-Trans- 
positionen in ( Td , C,(d)) und d E (Tdj, und nach (4.2.6) und (7.1.1) ist 
<Dd)/Z((Drl)) g HJ oder G,(4). 
Aus [12] folgt, dal3 die Elemente aus Td keine HuBeren Automorphismen 
induzieren, und aus (3.1.7), da0 deshalb Td C (Dd) gilt. Aber die Gruppen 
HJ und G,(4) haben keinen durch drei teilbaren Schurmultiplikator [8]. 
(7.1.4) LEMMA. Sei B,+ # QI, dam exist&en fiir jedes t E Td Elemente 
a, b E D, mit t E (a, b) g SL(2, 3), oder (Dd) ist isomorpk zu -4, oder A, . 
Beweis. Wir brauchen die Behauptung wegen (3.2.5) nur fur ein t E Td 
zu zeigen. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Sei y E B,+ mit 
tE(y,d)n TundxED,. 
(a) Sei O,((D,)) < ZQZD,)). 
Dann gilt die Behauptung nach Induktion in ::Dd). W’ir kiinnen also 
annehmen, daB (D,)/Z((D,)) isomorph zu U(4,2) oder (Dd n D,>/ 
Z((D, n D,)) isomorph zu A, oder As ist. 
(al) Sei (D,)/Z(<D,j) +g U(4,2). 
Die Involution t zentralisiert 0.B.d.A. x E Dd und wegen j D, / = 2 . 120 
ein weiteres x E D, .\. C,(x). Aus x E B,+ folgt, da13 k E (x, a) n T auf 
(Dd) den gleichen Automorphismus wie t induziert. Deshalb zentralisiert 
tk schon (C,(d), K,(d)) = G, und da G einfach ist, folgt t = k im Wider- 
spruch zur Annahme. Also ist x E B, , und es existiert ein c E D, n A, 
mit x E (c, x). Nun induziert t auf E = (x, c, c”) g BTO den gleichen 
Automorphismus wie ein k E {x, Y> < x, und wir erhalten einen Wider- 
spruch wie oben; oder t zentralisiert jedes c mit z E cc, x>. Aber dann 
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zentralisiert t eine D-Untergruppe isomorph zu II’” in ::Ddj, und wir erhalten 
wieder wie oben einen Widerspruch. 
(a2) Sei /Dd n D,>/Z(<D, n D,)) E 3, oder -1,. 
Nach (7.1.1) induzieren Td n C,(X) und T, n <Dd>. die gleichen Auto- 
morphismen in (Dd n D,i. Somit finden wir wieder ein t E T, n (Dd) 
und ein k E Td n C,(s), so daR tk ganz (D, n 0,. zentralisiert. Wie in 
(al) zentralisiert tk dann schon (Dd> und sogar G im Widerspruch zur 
Annahme. 
Dann gilt wegen (6.1.2) und (2.1.1), dal3 D, c B,+ U C,(x). Sei 
7 E B,+ .\. K,(d) mit j E T n (d, 3) und vi = y. AuBerdem konnen wir 
annehmen, da13 ein F E ( y, J, dj n B, existiert. Falls ein z’ aus D, n D, n D, 
existiert, folgt r ED, n B, im Widerspruch zu D, C B,+ u C,(d). Somit 
ist j: mit keinem Element aus D, n D, vertauschbar. Deshalb ist y in 
(C,(t)) zu einem a E D, n D, konjugiert, und es gilt t E (a, b) fur ein 
b E D. Da aber d mit a und t vertauschbar ist, folgt such b E D, ) und G 
ist kein Gegenbeispiel. 
(7.13) LEMMA. Sei c E D, wad D, C B,f U C,(c). Dnnlt ist 
<Da>/Z(<&>) s U(4,3). 
Bemeis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. 
(I) G enthalt keine D-Untergruppe isomorph zu IIT0 . 
Angenommen, die Behauptung (1) ist falsch. Dann esistieren fur t E T, 
Elemente X, y E K,(d) mit (x, d) # ( y, d) und B, n (x, d, y> f 0. Fur 
ein q E C,(t) n D, , und solch ein q existiert wegen (7.1.4), ist dann im 
Widerspruch zur Voraussetzung B, n C,(q) # o . 
Nun existieren wegen (1) und Kapitel 1 in G D-Untergruppen isomorph 
zu W. Sei K solch eine D-Untergruppe mit d E K, und seien j, t, k E K n Td 
und r~, r, s c K n D mit folgenden Eigenschaften: 
(I) (tj)” = 1 und (tjy = k, 
(II) t E <r, d> n T und k E <s, d> n T, 
(III) ‘LI E B, n (Y, d, s;). 
Wegen (7.1.4) folgt dann auRerdem, da8 es Elemente a, 6, ZL, w aus Dd 
gibt mit t E (a, b) und k E <u, w>. 
(2) ak f a. 
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Aus ub = a tirde (r, d, s) < C,(a) und damit nach (III) ‘u E B, n D, # ,G 
folgen. 
(3) . &z = & 
Angenommen, die Behauptung (3) ist falsch. Dann ist (&, a, u) s 
U(3, 3). Sei P = O,((D,)) und Dd = D,P/P. Wir bezeichnen die Bilder 
von Untermengen und Elementen aus D, in Dd mit den bekannten Symbolen 
und Querstrichen. Falls O,((Dd>) 4 Z((Dd)), so folgt ein Widerspruch mit 
(Iz&, c, 21) E U(3, 3) und einem e E tiO,((D,)) n B,,+ wie in (2.1.5)(b). 
Somit ist O,(<D,)) < Z((D,)). Sei Z das maximale Urbild van Z((D&) 
in <Dd). Dann wird Q = (D&/Z megen (I) nicht von einer Konjugierten- 
klasse von 3-Transpositionen erzeugt. Deshalb ist $J nach [l] isomorph 
zu PSp(2n, 3) oder U(n, 3) fiir ein n > 3. In diesen Gruppen kommen 
D-Untergruppen vom Typ (1.1. l)( IO) nicht vor. Daraus folgt im Wider- 
spruch zur Annahme a LX = Us, denn andernfalls ware (a”, a, b) solch eine 
D-Untergruppe. 
(4) (at, F) < C,((a, b)). 
(5) 0,((W) G Z(<D,)). 
Angenommen, 03((Dd)) 4 Z((D,)). Dann ist wegen (4) t E <ak, bk) < 
C,((aP, bP)) (fur P = O,((D,))). Im Widerspruch dazu ist t nicht mit 
tO,((D,)) n T elementweise vertauschbar. 
Aus (5) folgt zusammen mit (7.1.2), dal3 (D,)/Z((D,)) einfach ist. Da 
Td wegen (I) keine Konjugiertenklasse von 3-Transpositionen ist, hat von 
den in [l] in Frage kommenden Gruppen nur U(4, 3) die Eigenschaft (4). 
Also ist (D,j/Z((D,)) s U(4, 3). 
(7.1.6) LEMMA. 1 K,(d)1 < 2 . 6. 
Beweis. Nach Induktion und wegen (7.1.2) und (7.1.4) gilt die Behauptung 
in (D,)/Z((D,)) und damit such in G, oder (0,) g A, oder 4,. In den 
letzten beiden Fallen kiinnen wir (2.1.6) anwenden. 
8. DER BEWEIS DES SATZES 
(8.0.1) Bemerkung. Sei G eine Gruppe, die von einer Konjugiertenklasse 
E von 3-Transpositionen erzeugt wird [7l, und sei G’ = GE- A, oder 
0+(2n, 2) oder O-(2n, 2) fiir n 3 3 und G # G, oder sei G = G g 
Sp(2n, 2) fiir n >, 3. Dann bilden die Produkte zweier nicht vertauschbarer 
Elemente aus E eine Konjugiertenklasse, die (2.1) erfiillt. Dies rechnet 
man in den entsprechenden Erzeugnissen von vier Elementen aus E nach. 
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Aus der Struktur der iibrigen Gruppen H], G,(4), Sz und Co, folgt, daf3 
sie genau eine Konjugiertenklasse besitzen, die (2.1) erbillt. 
Der Beweis des Satzes lauft im Wesentlichen tiber (5.1.4). Nur die 
spmplektischen Gruppen werden anders gekennzeichnet, da sie (5.1.0)(d) 
nicht erfiilien. Dort gilt p = 18 fur a E -qa . 
(8.1) J/orauss&wzg= Es gilt die Voraussetzung des Satzes. 
(X.1.1) SATZ. Sei (D,)/z(c;D,‘;) g Sp(2n, 2) O-(2n, 2) o&Y W(2w; 2)jiir 
n > 3 oder .A, . Dam ist G s Sp(2n + 2, 2), 0-(2n + 2,2), 0+(21x + 2, 2) 
oder Sp(6,2). D a b ei ist D in G eindeutig bestimmt oder G E Of@, 2). 
Beweis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. 
(1) C,(D,) ist isomorph zu einer Untergruppe von .Xa 
Angenommen, es existiert y E C,(D,) .\~ /d>. Dann zentralisiert y nach 
(7.1.4) und (7.X. 1) die Menge Td und normalisiert jedes K:(d) fiir t E Td . 
Falls y das Element d zentralisiert, so zentralisiert y wegen (7.1.6) ein 
weiteres Element aus <K,(d) n D> und liegt wegen (3.1.7) im Widerspruch 
zur Annahme in Z(G). Also gilt yz = 1 und du = d-r. Daraus fcIgt die 
Behauptung. 
(2) Z(<D,>) = 1, d.h. d $ (Dd) und (C,(d)) = <D3 >: c/d>. 
Diese Behauptung folgt aus (2.1.6) und der Kenntnis der Schurmulti- 
phkatoren der in (8.1.1) angegebenen Gruppen [8]. 
(3) In G existieren D-Untergruppen isomorph zu JV,, : insbesondere 
ist / KJd)l = 12 fur t E Td . 
Wir kbnnen annehmen, da13 <D,j/Z(<~D,j) r -q, oder d, ist, sonst ware 
die Behauptung schon in \;Dd) erfiillt. Sei x E B,+ und y ED, mit yf E i?, 
fur t E (d, X> n T. Dann ist (d, X, XV) g 7%; . Der zweite Teii der 
Behauptung folgt aus (7.1.6) und 1 K,(d) n /:x, d, dv>l = 12. 
(4) Tel ist eine Konjugiertenklasse von {3, 4)+-Transpositionen in 
<Dd > TcJ. 
Wegen (3) und (2.1.4) existieren keine D-Untergruppen isomorph zu HJ 
und G,(4). Nach (21.5) und (3.2.5) ist Td deshalb eine Konjugiertenklasse 
von {3,4, Gj+-Transpositionen. Wir zeigen nun, daJ3 6 als Ordnung eines 
Produktes von zwei Elementen aus Td nicht vorkommt. 
Angenommen, es existieren t,j E Td mit i = (tj)3 E Tti. Sei weiter 
a E K,(d) und b E Kj(d). Dann ist ‘ia, b, d)jO.,(!a, b, d>) E U(4,2) und 
Z(i% b, dj) = t/i>, und in (;a, b, d> n Td exisiiert ein t’ mit t . t’ = i. 
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Aber dann gilt mit (3), dal3 in (C,(i)>/(i> im Widerspruch zu (2.1.3) 
1 T((d)j > 12 ist. 
(a) Sei <Dd) s Sp(2n, 2)’ fur n > 2. 
Sei E eine Konjugiertenklasse von 3-Transpositionen in (Dd , Td). 
Wegen (80.1) und (7.1.1) gibt es ein t E E und n E D, mit af = a-l und 
D, n D, _C C,(t). 
(5) Da c C,(t)- 
Die Involution t zentralisiert mit (D, n C,(d)) eine D-maximale Unter- 
gruppe von /<Da). Da sie aul3erdem Td n (Da> zentralisiert, ist t nach 
(7.1.6) such mit einem Element aus D, .\. C,(d) vertauschbar, oder 
Td n CD,), = a. Aber dann ist (D,) z A, und t ebenfalls mit einem 
Element aus D, .\+ C,(d) vertauschbar. In beiden FHllen folgt aus der 
Maximalitat von ((D, n Dd) U d) die Behauptung. 
(6) Sei (t,j, K} = C,(D,) n tG. Dann gilt tG C Cc(t) u C,(j) u C,(k). 
Aus (1) folgt, da8 die Elemente t, j, K das Element a invertieren. Sei nun 
i E tG und 6 E D mit i E C,(D,). Falls ein c aus D, n D, existiert, sind t, j, K, i 
in (D,, T,> = K enthalten, und die Behauptung folgt in K aus [5], da 
a zu 6 und damit i zu t in K konjugiert ist. Die Behauptung folgt ebenfalls, 
wenn i das Element a invertiert oder zentralisiert. Sei nun Db n D, = .0 
und ai $ (a>. Dann ist (D,) z A, und 6 E B,+. In diesem Fall kijnnen 
wir (a, 6j in eine D-Untergruppe L isomorph zu W oder r,T/ einbetten. 
Aus (7.1.1) folgt, dal3 Tb eine Konjugiertenklasse von 3-Transpositionen 
ist. Deshalb ist L s W, . Da auRerdem i ganz Tb zentralisiert und nach 
(3) K,(b) fur jedes e EL n Tb in L liegt, gilt Li = L und S = (a, ;> z & . 
Nun gibt es ein Element s E tG n S, das a invertiert und mit i vertauschbar 
ist. Wir zeigen, dal3 s E {t, j, k}. Angenommen, s E C,(D,) mit D, # D, . 
Dann gilt analog wie oben, daD e E B,+. Nach (7.1.1) gibt es dann ein 
q E D, mit ,<q, e, a> E Sp(3, 3). Daraus folgt ein Widerspruch, denn es 
ware o(qu) f o((pu)“). 
(7) G G Sp(2n + 2,2). 
In [5] werden alle Gruppen G mit einfacher Kommutatorgruppe bestimmt, 
die eine Konjugiertenklasse tG besitzen, die in drei echten Untergruppen 
von G enthalten ist. Da G zusltzlich den Voraussetzungen (8.1) gentigt, 
folgt fur t, k aus C,(D,) n tC m.it (l), dal3 Cc(t) n C,(k) einen Normalteiler 
isomorph zu Sp@z, 2)’ fur n 3 2 enthllt. Damit ist nach [.!I] G g 
Sp(272 + 2,2). 
(8) D ist eindeutig bestimmt in G. 
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Diese Behauptung folgt aus der Tatsache, da8 in Sp(212 + 2,2) fur 
PE > 2 tG einc eindeutig bestimmte Konjugiertenklasse von 3-Transpositionen 
ist [7]. 
(b) Sei (Dai g 0+(212, 2) oder O-&z, 2) fur ?z >, 3. 
Wenn es im Folgenden nicht niitig ist, zwischen OL(2m,2) und 0~(2m, 2j 
zu unterscheiden, schreiben wir OE(2m, 2). Es ist sinnvoll, zuerst einige 
Eigenschaften von orthogonalen Gruppen iiber Go zusammenzustellen, 
die wir im Laufe des Beweises brauchen. Diese Eigenschaften werden 
unter (*) zitiert. 
(*) Sei G g @(2m, 2) fur M 3 4 und ii eine Konjugiertenklasse von 
{3,4j+-Transpositionen in G, und sei D die in (8.0.1) beschriebene Kon- 
jugiertenklasse von Elementen der Ordnung drei in G. 
(I) Es gibt genau eine Konjugiertenklasse i; in G. 
(II) Fur t e T ist C&t) E (Za x @(2m - 4, 2)) O,(C&t)). 
(III) ;:C,(t)> E OE(2m - 4, 2) O,(C&t)), oder G E O+(S, 2) und 
(C&)> = (A, x A,> 0,(&(t)). 
Sei Tt, eine Menge paarweise vertauschbarer Elemente aus rr” von masimaler 
Machtigkeit und g c G. 
(IV) N&Ts) g OE(2m - 2, 2)(Ta”,) ist eine maximale Untergruppe 
van ($ und. i(~o,il =: 2e(ra-l). 
(V> A> n N&T,,Q)~ 06(2m - 2,2) oder <C,(t)> fur Ft, f Tog. 
(VI) I;Cfi(t), C‘s(P)> E G oder Nc(Toj fur t # P. 
Wir erhalten diese Eigenschaften aus [ll, Kapitel 41. Fur G z c’(4,2) 
bleiben die Aussagen (IV), (V) und (VI) richtig, wenn wir als T die eindeutig 
bestimmte Konjugiertenklasse von 3-Transpositionen wahlen. 
Im Folgenden sei C, = n, u Td . 
(9) Sei a E B,+ und t G <a, d) n T. Dann ist Cccd>(a) eindeutig bestimmt 
und / CBdi(Cd n C,J = 12. 
Aus (4) und (*) folgt, da8 Ccc,,(t) = <Cc,(t)> und C,cd>(n) = (Ccd(a)> 
eindeutig bestimmt sind. Der zweite Teil der Behauptung folgt aus (3). 
(10) Sei b E B, _ Dann ist C,cd,(b) eindeutig bestimmt und 
Sei R eine D-Untergruppe isomorph zu I&‘,, , die d enthllt, und sei 
(d”z(R)) = (d, b). Dann existieren zwei Involutionen t, j E R n Td mit 
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(d, bj ,( (K,(d)) n (K,(d)>. Damit liegt sowohl C,,d,(&(d)) wie such 
C<c,>(&(d)) in C<cd#)- Aus (*> fob nun, da13 Cccd,(b) eindeutig bestimmt 
ist. Angenommen, es existiert ein 6’ E (B, n C,((b, d>)) .\. (6, d). Dann 
folgt aus der Struktur von C,,d,(b), da0 (b’, b, d) s A,. Im Widerspruch 
dazu findet man Involutionen aus Td , die mit (b, d) aber nicht mit (b’, B, d) 
vertauschbar sind. 
(I 1) Sei c E A, . Dann ist, Cccd,(c) eindeutig bestimmt und 
Seien Q1 und Qa die beiden Untergruppen isomorph zu A, in <c, d), 
die d enthalten. Dann ist Coed,(c) = C,,,(Qr) n C,,,(Qz). Da Qr unter 
<C,) zu Q, konjugiert ist (3.2.4), folgt mit (*) die Eindeutigkeit von Cccd>(c), 
denn C,yd,(c) kann in (C,j nicht gleich dem Zentralisator einer Involution 
aus Td sem. Genauso folgt / CAd(Cd n CJ = 6. 
(12) G ist kein Gegenbeispiel. 
Wie man leicht nachrechnet, gilt / Cxd(D, n D,)[ = / Czrd(~d n C,)/ fur 
x E X, E (B, , B,f, a,>, falls D, n D, -f o ist. Sei nun D eine Kon- 
jugiertenklasse, die (2.1) erfiillt, mit (D,i G (Ddj und (@ z o’(2q 2). 
Dann kiinnen wir wegen (9) bis (11) d en Isomorphismus zwischen (Dd) 
und (B,> so wahlen, daB die Voraussetzungen von (5.1.4) erfiillt sind. 
(13) D ist eindeutig bestimmt, oder G E O+ (8.2). 
T ist eine Konjugiertenklasse von{3,4 )+-Transpositionen. Falls es in Gmehr 
als eine Konjugiertenklasse D gibt, mu8 das such schon in C,(t) fur t E T 
der Fall sein. Damit ist C,(t)/O,(C,(t)) s 2, x Zs x L’a und G z Of (8.2). 
In dieser Gruppe gibt es genau drei Konjugiertenklassen D, die durch 
einen auBeren Automorphismus aufeinander abgebildet werden. 
(8.1.2) Sa~z. Sei (D,)/(d j g U(4, 3), dam ist G g Sz. 
Beweis. Sei a E 8, v B, . Wir zeigen, dab Ttd n T, eine Menge von 
(3, 4, 5}+-Transpositionen ist. 
(1) Es existieren t, K E Td n ‘r, mit o(h) = 5. 
Die Involutionen in U(4.3) sind (3, 4, 5, 6}+-Transpositionen. Deshalb 
existieren D-Untergruppen isomorph zu HJ in G. Schon in HJ gilt die 
Behauptung. 
(2) Es existieren t, k E T& n T, mit o(h) = 4. 
Wie unter (1) folgt, da8 in G D-Untergruppen isomorph zu U(4,2)0, 
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(wiein(l.l.l)@) b esc rre en exrs reien. Wegen (2.1.4) ist Z( U(4,2)0,) + 1. h ’ b ) _’ t’ . 
In U(4, 2)0, gilt die Behauptung. 
(3) Es existieren keine Involutionen t, R E Td n T, mit o(tk) = 6. 
Seien t, K als Gegenbeispiel gewahlt. Dann ist (tk)” = j E Td n T, , und 
nach Kapitel 4 gilt (C,(j)>/O,((C,(j):>) g zi(4,2). Aber in LT(4, 2) wird 
keine D-Untergruppe isomorph zu A, von zwei nicht vertauschbaren Involu- 
tionen zentralisiert. Andererseits gilt aber such nicht a E dO,((C,(i)>) n D, 
sonst wiirde :(Ddj eine D-Untergruppe isomorph zu 8, enthalten. Dieser 
Widerspruch beweist (3). 
Die Behauptung folgt aus [12] und aus Ordnungsgriinden. 
Da es in U(4, 3) nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen gibt, 
sind mrt (4) die Untergruppen Codi fur n E B, u BB+ w B, eindeutig 
bestimmt. Aus (2.1.4) und mit shnlichen Schhissen wie unter (8.1. I.) erhalten 
wir auBerdem 
Urn Satz (51.4) anwenden zu konnen, miissen wir noch (5.1.0)(b) zeigen. 
Das he&, wir miissen zeigen, da0 die Schursche Erweiterung van cr(4, 3) 
durch die Eigenschaften von D eindeutig festgelegt ist. 
In U(4, 3) existieren zwei Konjugiertenklassen von Untergruppen isomorph 
zu l& . Die nicht isomorphen Schurschen Erweiterungen von o’(4, 3) 
unterscheiden sich dadurch, daR einmal die Untergruppen isomorph zu 
Mz, aus einer Konjugiertenklasse Schursch erweitert werden, wahrend bei 
der anderen Erweiterung alle Untergruppen isomorph zu il&r erweitert 
werden. In unserem Fall existieren wegen (4) noch Untergruppen isomorph 
zu J& in :;Dd), also ist der Typ der Erweiterung eindeutig bestimmt. 
Nun kijnnen wir wieder Satz (5.1.4) anwenden und erhalten G z Sx. 
(8.1.3) SaTZ. Sei ::D,)/:<d) z Sx, dam ist G g Co, . 
Bemeis. Aus der Struktur van Sz folgt, dal3 Ccc,,(t) = Cccdi(a) fur 
a E B,f mit t E (a, dj n T eindeutig bestimmt ist. Wegen (8.1.2)(4) und 
Kapitel 4 gilt das gleiche fur a E B, u -12, , da D, n D, eine Ronjugierten- 
klasse in i;Dd n 0,) ist. Aus (2.1.4) und mit ahnlichen Schliissen wie unter 
(8.1.1) folgt auBerdem 1 C,$(C, n C,)] = 6 fur a E X, E {B,+, B, , A,>. Aus 
(5.1.4) folgt nun G s Co, . 
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(8.1.4) Der Rezueis des Sutxes. Aus dem Beweis von (8.1.1)( 1) und aus 
(2.1.4) und (7.1.4) folgt, da8 (C,(d)) = (Da) und Z(<D,j) = (d) oder 
(C,(d)) = (Da) x (d) ist. 
Wegen Kapitel 7 und nach Induktion ist deshalb (Dd) E A6 , A, , 
@(2n, 2) fur n 3 4, Sp(2n, 2) fur fz > 3 oder <D,)/(d) G U(4, 3), 5’~ 
oder Co, , da in den letzten drei Fallen D-Untergruppen isomorph zu 
U(3, 3) existieren. Wegen (8.1. I), (8.1.2) und (8.1.3) ware in einem minimalen 
Gegenbeispiel zum Satz (D,jl(dj - Co,. Fiir a E B, ware dann aber 
(D, n D, n D,j g G,(4) fiir alle x ED, n Dd , ein Widerspruch zu (7.1.3). 
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